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EXTRAPOLATION PROPERTIES OF INTERPOLATION SCALES
K.V. Lykov
The paper describes the relationship between interpolation and extrapolation constructs. For some
class of interpolation spaces obtained by the real interpolation method, an extrapolation description
is presented. It is shown that for such spaces it is possible to replace theK -functional in the interpo-
lation description by a parametrized family of norms of exact interpolation spaces with characteristic
functions tθ, θ ∈ (0,1) (in particular, by the family of norms of Peetre’s spaces).
Keywords: interpolation spaces, interpolation functor, extrapolation spaces, Peetre’s spaces, the real inter-
polation method.
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Внастоящей работе продолжается исследование дифференциальных и экстремальных
свойств негомеоморфных отображений с (KI ,s ,KO,s)-усредненной характеристикой.
В теории плоских квазиконформных отображений для решения экстремальных задач
развит и с успехом применяется вариационный метод [2, 3, 9]. Мы предлагаем попыт-
ку применить этот классический метод для решения экстремальных задач в классе
отображений с s-усредненной характеристикой.
Ключевые слова: отображение с s-усредненной характеристикой, дифференци-
альные свойства, вариация, экстремальное отображение.
Пусть f : D → Rn — отображение класса W 1n,loc (D). Тогда почти всюду в D опре-
делены величины |∇ f (x)| =
(
n∑
i , j=1
(
∂ fi
∂x j
)2) 12
, J (x, f )= det
(
∂ fi
∂x j
(x)
)
, и если J (x, f )≥ 0 по-
чти всюду, тогда определенылокальные характеристики HI (x, f )= J (x, f )l n(x, f ) , HO(x, f )=
Ln(x, f )
J (x, f ) .
Рассмотрим две ограниченные области D и D∗ в евклидовом пространстве Rn,
для которых существует отображение f : D →D∗, f (x) = ( f1(x), f2(x), ..., fn(x)) — от-
крытое, непрерывное, удовлетворяющее условиям fi (x) ∈W 1n,loc (D∗), т.е. ∀x ∈D су-
ществуетU-окрестность точки x ∈D такая, что f j |U ∈W 1n (U ), f −1i , j (x) ∈W 1n,loc (D∗).
Отображение f называется отображением с KI ,s(D,D∗)–усредненной характери-
стикой (с KO,s(D,D∗)–усредненной характеристикой), если
KI ,s(x, f )=
 1|D|
ˆ
D
(
J (x, f )
l n(x, f )
)s
dσx

1
s
≤KI ,s( f ), (1)
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K ∗I ,s(x, f )=
 1|D|
ˆ
D
(
J (x, f )
l n(x, f )
)s
|J (x, f )|dσx

1
s
≤K ∗I ,s( f ),
KO,s(x, f )=
 1|D|
ˆ
D
(
Ln(x, f )
|J (x, f )|
)s
dσx

1
s
≤KO,s( f ), (2)
K ∗O,s(x, f )=
 1|D|
ˆ
D
(
Ln(x, f )
|J (x, f )|
)s
|J (x, f )|dσx

1
s
≤K ∗O,s( f ),
здесь s ≥ 1, |D|— n-мерная мера Лебега области D.
Обозначим через KI ,s(D,D∗) и K ∗I ,s(D,D
∗) совокупность отображений f : D →D∗,
таких что KI ,s( f ) и, соответственно, K ∗I ,s( f ) конечны ( KO,s( f ) и, соответственно,
K ∗O,s( f ) конечны). Дифференцируемость таких отображений доказана в [1].
Отображение f : D →D∗ называется экстремальнымвнекотором классеK изKI ,s
(или из K ∗I ,s), если f ∈K и KI ,s( f )≤KI ,s(g ) (или K ∗I ,s( f )≤K ∗I ,s(g )) для всех g ∈K .
Функционалы (1), (2) являются интегральной характеристикой отображения с
s–усредненной характеристикой. Эти функционалы инвариантны относительно
мебиусовых преобразований.
Лемма 1. Для любого f ∈ KI ,s(D,D∗)
(
K ∗I ,s(D,D
∗)
)
класс допустимых вариаций не
пуст. Для квазиконформных отображений это утверждение доказано в [4].
Лемма 2.Пусть f : D →D∗— экстремальное отображение с s–усредненной харак-
теристикой. Тогда для него справедливы тождества
ˆ
D
n∑
i , j
∂
∂aij
(
λs(x, f )
) ∂ω
∂x j
d x = 0,
ˆ
D
n∑
i , j
∂
∂aij
(
KO,s(x, f )
) ∂ω
∂x j
d x = 0,
ˆ
D
n∑
i , j
∂
∂aij
(
KI ,s(x, f )
) ∂ω
∂x j
d x = 0,
для любой функции ω(x) = ζ( f (|x|)), где ζ(y) — гладкая вещественная функция с носи-
телем в D∗.
Лемма 3. Пусть f : D →D∗ — экстремальное отображение с s-усредненной харак-
теристикой. Тогда для него справедливы тождества
ˆ
D
n∑
i , j
∂
∂aij
(K ∗I ,s(x, f )) ·
∂ω
∂x j
dσx = 0, i = 1,2, ...,n,
где ω(x)= ζ( f (x)), ζ— гладкая вещественная функция с носителем в D∗.
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Лемма 4. Пусть f : D → Rn — непрерывное отображение c s-усредненной харак-
теристикой класса C 1(D) и J (x0, f ) ̸= 0 в некоторой точке x0 ∈ D. Тогда существует
шар B(x0,ρ) такой, что ∀h, |h| < ρ, с соответственным выбором ρ [5, lemma 2.12] ∀t ,
0≤ t ≤ 1, отображение
ft (x,h, p)= f (x)+ t ( f (x+hep )− f (x)),
где ep — p-ый единичный координатный вектор в Rn, определено и является гомео-
морфизмом в B(x0,ρ) для любого p = 1,2, ...,n.
Теорема 1. Пусть s ≥ 2n−2 и отображение f : D → D∗ есть экстремальное отоб-
ражение в классе KI ,s(D,D∗). Тогда f ∈W 22 (D ′) для любой подобласти D ′ такой, что
J (x, f )> 0 на замыкании D ′ и D ′ ⊂D.
Теорема 2. Пусть f : D → D∗ есть экстремальное отображение в классе
K ∗I ,s(D,D
∗) и s ≥ 1. Тогда f ∈W 22 (D ′) для любой подобласти D ′ такой, что J (x, f ) > 0
на замыкании D ′ и D ′ ⊂D.
Замечание 1. Аналогичные утверждения справедливы и для других характеристик
в силу связывающих их неравенств [6].
Замечание 2. В [7] теорема 1 доказана для отображений квазиконформных в сред-
нем.
Замечание 3. Нами доказано [8], что существует такое число r0, что в окрест-
ности радиуса r0 существуют обратное отображение f −1j , причем из сходимости ин-
теграла с характеристикой KI ,s для отображения f следует сходимость интеграла с
KO,s для f −1j , теперь можно определить характеристики вида
K ( f )= 1|D|
ˆ
D
KI (x, f )dσx + 1|D∗|
ˆ
D
KI (x, f
−1)dσy .
Замечание 4.Для характеристикиλ(x, f )= n−n2 |∇ f (x)|n|J (x, f )| отображений с ограничен-
ным искажением см. [2].
В [10] приведеныпримерыотображений с s-усредненной характеристикой, а так-
же показано отличие данного класса отображений от класса отображений с ограни-
ченным искажением.
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ANALOG TO THE EULER EQUATION FOR EXTREMAL MAPPINGS
WITH K I ,S- OR KO,S-AVERAGED CHARACTERISTICS
A.N. Malyutina, K.A. Alipova
In this paper we consider extremal properties of mappings with s-averaged characteristic. Variational
method is developed and successfully applied for solutions of extremal problems in the theory of plane
quasiconformal mappings. We suggest to apply this classical method to solve extremal problems in the
class of mappings with s-averaged characteristic.
Keywords: mapping with s-averaged characteristics, differential properties, variation, extremal mapping.
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О РАВНОМЕРНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ МНОГОЗНАЧНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ,
ЗАДАННОГО ДВУМЯ СЕГМЕНТНЫМИ ФУНКЦИЯМИ, ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ
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Рассматривается задача равномерного приближения многозначного отображения,
заданного декартовым произведением двух сегментных функций, полиномиальной
вектор-функцией. Сформулированные необходимые и достаточные условия решения
являются обобщением результата С.И. Зуховицкого - М.Г. Крейна для приближения
непрерывной вектор-функции.
Ключевые слова: равномерное приближение, многозначное отображение, поли-
номиальная вектор-функция, субдифференциал.
ПустьΦ(·) : T → 2R2 – многозначное отображение, заданное на ограниченном за-
мкнутом множестве T ⊂R, со значениями, заданными в виде:
